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ДОВГОСТРОКОВІ ПРОГНОЗИ ФУНКЦІЙ СТАНУ 
АВТОНОМНИХ ВКЛЮЧЕНЬ ТИПУ РЕАКЦІЇ-ДИФУЗІЇ В NR  
Н.В. ГОРБАНЬ 
Розглянуто рівняння реакції-дифузії з багатозначною функцією взаємодії 
в необмеженій області. Умови на параметри задачі не гарантують єдиності 
розв’язку відповідної задачі Коші. Вивчається проблема довгострокового 
прогнозування функцій стану поставленої задачі з точки зору теорії 
глобальних та траєкторних атракторів для багатозначних напівпотоків. 
Вивчаються питання існування та властивостей слабких розв’язків автономного 
включення типу реакції-дифузії в необмеженій області. Знайдено умови 
існування глобального та траєкторного атракторів задачі в фазовому та, 
відповідно, розширеному фазовому просторах, встановлено їх регулярність. 
Отримані результати застосовано до конкретних задач, що моделюють реальні 
фізичні процеси різної природи, зокрема розглядаються моделі горіння 
в пористому середовищі, модель провідності електричних імпульсів у нервові 
закінчення, кліматологічні моделі.  
ВСТУП 
Інтерес до вивчення проблеми довгострокового прогнозування функцій 
стану поставленої в роботі задачі мотивується широкою сферою 
застосувань. Задачі типу рівняння реакції-дифузії виникають у багатьох 
математичних моделях, що описують реальні процеси різної природи, 
зокрема, моделі горіння в пористому середовищі, модель провідності 
електричних імпульсів в нервові закінчення, кліматологічні моделі. 
Динаміка розв’язків задач типу реакції-дифузії активно вивчається протягом 
останніх десятиліть. Результати відносно існування та властивостей 
розв’язків рівняння реакції-дифузії у випадку гладкого за фазовою змінною 
нелінійного доданку, як і результати відносно існування за цих же умов 
глобального атрактора є класичними і містяться в [1], [2]; для неавтономних 
рівнянь з майже періодичною залежністю від часової змінної — в [3]; для 
включень в обмеженій області — в [4, глава 2], [5]; для рівнянь в необмеженій 
області — в [6], [7]. Автономні включення в необмеженій області було 
розглянуто в [8]. 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
Нехай 1,≥N  .}{\2: 1 ∅→+ R RNf  Розглянемо задачу: 
 ),<<<(],,[,)),,(,(),(),( ∞+∞−∈∈∈Δ− TTtxtxuxftxutxu Nt ττR  (1) 
з початковою умовою  
 ),()(,),(=),( 2 NN Luxxuxu RR ∈⋅∈ τττ  (2) 
де ),( ⋅⋅u  — невідома функція, .)/,(=),( tuut ∂⋅⋅∂⋅⋅  
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Введемо позначення .,[0,1]},|)(1{=],[ R∈∈−+ bababa ααα  Поставимо 
умови на параметри задачі: 
)1α  Існують такі вимірні: напівнеперервна знизу та напівнеперервна 
зверху функції ,:, 1 RR →+Nff  що для майже всіх Nx R∈  та всіх R∈y  
),(),( yxfyxf ≤  та )].,(),,([=),( yxfyxfyxf  
)2α  Існують функція )(11 NLC R∈  та стала 0>α  такі, що для майже 
всіх Nx R∈  та для всіх R∈y  виконуються нерівності:  
 0.),(||),(0,),(||),( 1
2
1
2 ≤−≥≥−≥ yxCyyyxfyxCyyyxf αα  
)3α  Існують невід’ємна функція )(12 NLC R∈  та сталі 0>0,> γβ  
такі, що для майже всіх Nx R∈  та для всіх R∈y  виконуються 
співвідношення:  
 .||)(|),(|,||)(|),(| 22
22
2
2 yxCyxfyxCyxf γβ +≤+≤  
Розглянемо дійсні простори )(=: 2 NLH R , )(=: 1 NHV R  та =:*V  
.)(=: 1 NH R−  Тут )(1 NH R  — гільбертів простір Соболєва; *V  — дуальний 
простір до .V  Має місце ланцюжок неперервних та щільних вкладень 
.*VHV ⊂⊂  Відзначимо, що, на відміну від випадку обмеженої області 
з регулярною границею, жодне з вкладень не є компактним. 
Означення 1. Нехай .< Tτ  Функція );,()( 2 VTL τϕ ∈⋅  називається 
слабким розв’язком включення (1) на ],[ Tτ , якщо існує така вимірна 
функція ,),(: RR →× Td N τ  що )),(,(),( txxftxd ϕ∈  для майже всіх ∈),( tx  
,),( TN τ×∈R  для всіх ]),[(0 TCv N τ×∈ ∞ R  виконується:  
 +Δ⋅−⋅− ∫∫∫∫ dxdttxvtxdxdttxvtx
N
T
t
N
T
),(),(),(),( ϕϕ
ττ RR
  
 0.=),(),( dxdttxvtxd
N
T
⋅+ ∫∫
Rτ
  (3) 
Припущення 1α  – 3α  на параметри задачі (1) не гарантують єдиності 
розв’язку відповідної задачі Коші [9, c. 68]. Тому для вивчення асимптотичної 
поведінки при +∞→t  всіх слабких розв’язків включення (1) застосовува-
тимемо методи абстрактної теорії глобальних та траєкторних атракторів для 
багатозначних напівпотоків в нескінченномірних просторах [9, c. 14]. 
АПРІОРНІ ОЦІНКИ. ІСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ. ЇХ РЕГУЛЯРНІСТЬ 
Позначимо через TX ,τ  та TY ,τ  простори );],,([);,(=: 2, HTCVTLX T τττ ∩  
).;,(=: *2, VTLY T ττ  Зауважимо, що TX ,τ  — банахів простір відносно норми 
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2
)],,([
2
);,(
||)(||||)(||||)(|| 2, HTCVTLX xxx T τττ ⋅+⋅=⋅  [10, c. 22]; TY ,τ  — гільбертів 
простір зі скалярним добутком ( ) ( ) dssvsuvu V
T
TY
∗∫⋅⋅ )(),(=)(),( , ττ  ∈⋅⋅∀ )(),( vu  
TY ,τ∈  [10, c.22].  Введемо позначення: ,<)(:= 11 +∞∫ dxxCC
NR
 де функція 
)()( 11
NLC R∈⋅  з припущення .2α  
Встановимо деякі апріорні оцінки розв’язків. 
Лема 2. Нехай ,< Tτ  нехай виконуються припущення 1α  – 3α . Тоді 
для довільного слабкого розв’язку )(⋅u  задачі (1) на ],[ Tτ  виконуються 
нерівності:  
 ))(2||)((||
2
3||)(|| 1
22
,
τττ −+≤⋅ TCuu HT XX  (4) 
 +−+≤⋅ ))(2||)((||
2
3||)(|| 1
22
,
τττ TCuu HT XYt  
 .))(2||)((||
2
31)( 1
2
11 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −++−+ τττ TCuTKc H  (5) 
Доведення випливає з [8].  
Tеорема 3 [8, Теорема 3.1, c. 241]. Нехай виконуються припущення 
1α  – 3α . Тоді для довільних ,< Tτ  ,Hu ∈τ  задача Коші (1), (2) має 
принаймні один слабкий розв’язок на ],[ Tτ . 
У наступній теоремі розглянемо звуження ∗→VTv ],[: τ  на відрізок 
],[ Ts , де ,),( Ts τ∈  .< Tτ  Для спрощення запису використовуватимемо 
аналогічне позначення .v   
Tеорема 4. Нехай виконуються припущення 1α  — 3α . Нехай, крім 
того, );,()( 2 VTLu τ∈⋅  — довільний слабкий розв’язок задачі (1), (2) на 
],[ Tτ . Тоді для будь-якого :)(0, τε −∈ T   
 ).;,()(,))(;,()];,([)( 222 HTLuVHTLVTCu t
N ετετετ +∈⋅∩+∩+∈⋅ R  
Доведення випливає із [11]. 
Оскільки в теоремі 3 T<τ  — довільні, а «склейка» (конкатенація) 
слабких розв’язків є слабким розв’язком [8, c. 244], то внаслідок 
автономності задачі (1) кожен її слабкий розв’язок, визначений на ][0,T , 
,0>T  можна продовжити до глобального слабкого розв’язку, визначеного 
на .)[0, ∞+  
Для кожного Hu ∈⋅)(0  позначимо через )( 0uD  сукупність всіх 
глобальних слабких розв’язків задачі (1) на )[0,+∞ , що відповідають 
початковій умові  
 .м.в.для)()0,( 0
Nxxuxu R∈=  (6) 
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Тоді .)),([0,);(0,)( 2loc0 HCVLu ∞+∩∞+⊂D  Більш того, ⊂)( 0uΔ  
);(0, HLc ∞+⊂ ∞  Hu ∈∀ 0  (див. [8, c. 244] та посилання там). 
ІСНУВАННЯ ГЛОБАЛЬНОГО ТА ТРАЄКТОРНОГО АТРАКТОРІВ 
Наведемо деякі основні означення та теореми абстрактної теорії глобальних 
атракторів для багатозначних напівпотоків, що знадобляться в ході 
дослідження. 
Означення 5 [4, означення 1.1, с. 5]. Відображення aHG ×+R:  
}{\2 ∅Ha  називається багатозначним напівпотоком на ,H  якщо: 
HIG =)(0,⋅  — тотожне відображення ;H  для всіх +∈Rst,  та для всіх 
Hx∈  )).,(,(),( xsGtGxstG ⊂+  Багатозначний напівпотік називається 
строгим, якщо для всіх +∈Rst,  та для всіх Hx∈  )).,(,(=),( xsGtGxstG +   
Означення 6 [4, означення 1.6, с. 9]. Множину H⊂Θ  називають 
глобальним атрактором для багатозначного напівпотоку ,G  якщо:  
• Θ  — притягуюча множина для багатозначного напівпотоку ,G  
тобто для довільної непорожньої обмеженої множини HB∈  
,0)),,((dist →ΘBtGH  ,∞+→t  де HByAxH yxBA ||||infsup:),(dist −= ∈∈  — напів-
метрика Хаусдорфа; 
• для довільної множини ,HY ⊂  притягуючої для багатозначного 
напівпотоку ,G  справедливе включення ,cl YH⊂Θ  тобто Θ  є мінімальною 
множиною серед всіх притягуючих множин з ;H  
• для всіх 0≥t  .),( Θ⊂Θ tG  
Глобальний атрактор називається інваріантним, якщо для всіх 0≥t  
).,(= ΘΘ tG   
Означення 7 [4, означення 1.4, с. 5]. Багатозначний напівпотік G  
називається асимптотично компактним, якщо довільна послідовність 
1}{ ≥nnξ  така, що ),( BtG nn ∈ξ , ,∞+→nt  передкомпактна в .H  
Tеорема 8 [12, c. 1980]. Нехай для багатозначного напівпотоку 
}{\2: ∅×+ XXG aR  виконуються умови:  
• G  — асимптотично компактний;  
• існує таке 0>0R , що для всіх 0>R  існує ,0≥T  що залежить від ,R  
таке, що для всіх Tt ≥  };,0)(|{}),0)(|{,( 0RxXxRxXxtG ≤∈⊂≤∈ ρρ  
• для кожного 0≥t  відображення ),( xtGxX a∋  має замкнений графік. 
Тоді множина )(=
)(
B
XB
ω
β
U
∈
Θ  є компактним глобальним атрактором. 
Більш того, якщо багатозначний напівпотік G  — строгий, то Θ  — 
інваріант, тобто, 0.),(= ≥∀ΘΘ ttG   
Позначимо через +K  сім’ю всіх слабких розв’язків задачі (1), 
визначених на ,)[0, ∞+  тобто )(= 0
0
u
Hu
DK U
∈
+  [4, c. 18]. Для довільних 
+∈⋅ K)(u , ,0≥h  0≥s  покладемо )(=:)( shusuh + . Зауважимо, що +∈⋅ Κ)(hu  
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для кожного елемента +∈⋅ K)(u , для довільного 0≥h  (трансляційна 
інваріантність). 
Визначимо (в загальному випадку багатозначне) відображення 
:}{\2: ∅→×+ HHG R  
 }.=(0):)(|)({=:),( 00 uuuHtuutG +∈⋅∈ Κ  (7) 
Лема 9. Відображення ,}{\2: ∅×+ HHG aR  визначене фомулою (7), 
є строгим багатозначним асимптотично компактним напівпотоком 
у просторі .H  
Доведення. Доведення випливає з [8, c. 244]. 
Tеорема 10 [8, теорема 3.2, c. 244]. За виконання припущень 1α – 3α , 
задача (1), (2) визначає строгий багатозначний напівпотік у фазовому 
просторі ,H  для якого існує інваріантний глобальний атрактор.  
У класі +K  задамо напівгрупу трансляцій 0)}({ ≥hhT : 0,≥∀h  
+∈⋅∀ K)(u  ).(=)()( ⋅⋅ huuhT  Зауважимо, що внаслідок трансляційної 
інваріантності простору траєкторій +K  для довільного 0≥h  ++ ⊂KK)(hT . 
Побудуємо атрактор трансляційної напівгрупи ,)}({ 0≥hhT  що діє на +Κ . На 
+Κ  розглядатимемо топологію, індуковану з простору Фреше .);(loc HC +R  
Зауважимо, що  
),];([0,в)()(0>);(в)()( loc HMCffMHCff MnMn ⋅Π→⋅Π∀⇔⋅→⋅ +R  (8) 
де MΠ  — оператор звуження на відрізок ][0, M  [13, с. 18]. Позначимо 
через +Π  оператор звуження на .)[0, ∞+  
Означення 11 [14, означення 1.2, ст. 197]. Множина +⊂KU  
називається траєкторним атрактором для задачі (1) в просторі траєкторій 
+K  відносно топології ,);(loc HC +R  якщо: 
• U  — компактна в );(loc HC +R  та обмежена в ;);( HL +∞ R  
• U  — строго інваріантна відносно 0)}({ ≥hhT , тобто UU =)(hT  
;0≥∀h  
• U  є притягуючою множиною для простору траєкторій +K  
у топології ,);(loc HC +R  тобто для довільної обмеженої в );( HL +∞ R  
множини +⊂KB  та довільного числа 0≥M  виконується співвідношення 
,0),)((dist )];([0, →ΠΠ UB MMHMC tT  .+∞→t  
Розглянемо задачу (1) на всій числовій прямій. Аналогічно простору 
);(loc HC +R  простір );(loc HC R  наділений топологією локальної 
рівномірної збіжності на кожному відрізку R⊂− ],[ MM  [14, с. 198]. 
Функція );();(loc HLHCu RR ∞∩∈  називається повною траєкторією задачі 
(1), якщо ++ ∈⋅Π∈∀ K)(huh R  [14, с. 198]. Нехай K  — сукупність усіх 
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повних траєкторій задачі (1). Зауважимо, що для K  справедлива властивість 
трансляційної інваріантності, тобто KR ∈⋅∀∈∀ )(, uh  .)( K∈⋅hu  
Tеорема 12. Нехай для задачі (1) виконуються припущення 1α  – ;3α  
A  — глобальний атрактор для багатозначного напівпотоку →×+ HG R:  
,}{\2 ∅→ H  визначеного формулою (7), з теореми 10. Тоді для задачі (1) 
існує траєкторний атрактор +⊂KU  у просторі траєкторій +K  відносно 
топології );(loc HC +R , причому AKKU ∈∈⋅Π ++ )(|)({== tuu  }.+∈∀ Rt  
Доведення. Нехай A  — глобальний атрактор для багатозначного 
напівпотоку, визначеного формулою (7). Твердження теореми випливає 
з [4, теорема 1.12, c. 24], якщо для довільної послідовності +⊂⋅ K)}({ nϕ  
такої, що 0)0( ϕϕ →n  в ,H  існує таке ,)( +∈⋅ Kϕ  що 0=(0) ϕϕ , та, з точністю 
до деякої підпослідовності, )()( ttn ϕϕ →  у просторі H  0.≥∀t   
Нехай +⊂⋅ K)}({ nϕ  — така довільна послідовність, що An ∈→ 0)0( ϕϕ  
у .H  З апріорних оцінок, встановлених у лемі 2, теореми Банаха-Алаоглу та 
кроку 3 доведення теореми 3.2 із [8] випливає, що існує таке ,)( +∈⋅ Kϕ  що 
0=(0) ϕϕ , та, з точністю до деякої підпослідовності, )()( ttn ϕϕ →  слабко 
в H  0.≥∀t  Повторюючи міркування з [6, с. 128], одержимо шукане 
твердження. Теорему доведено.  
Дослідимо питання регулярності глобального та траєкторного 
атракторів включення (1). 
Tеорема 13. Нехай для задачі (1) виконуються припущення 1α – 3α ; 
A  — глобальний атрактор для багатозначного напівпотоку →×+ HG R:  
}{\2 ∅→ H , визначеного формулою (7), з теореми 10; U  — траєкторний 
атрактор для задачі (1) в просторі траєкторій +K  відносно топології 
);(loc HC +R , з теореми 12. Тоді A  — обмежена підмножина в просторі ;V  
U  — обмежена підмножина в просторі ;);(loc VC +R  K  — обмежена 
підмножина в просторі .);(loc VC R  
Доведення. З теорем 4, 10, 12 випливає, що V⊂A , ,);(loc VC +⊂ RU  
.);(loc VC R⊂K  Відмітимо при цьому, що внаслідок теореми 4 
.))(;();( 2loc2
loc VHLVC N ∩∩⊂ RRRK  Існує така стала ,0>C  що не 
залежить від )(⋅u  та ,t  що Cdxu
dt
d
N
≤∇∫ 2||
R
 для майже всіх R∈t . Отже, 
K  — обмежена підмножина в ,);(loc VC R  A  — обмежена підмножина в ;V  
U  — обмежена підмножина в .);(loc VC +R   
Теорему доведено.  
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ЗАСТОСУВАННЯ 
Задачі типу (1) виникають у багатьох важливих у сенсі застосувань 
математичних моделях. Зупинимося на застосуванні отриманих результатів 
до параболічних рівнянь із розривною нелінійністю. 
Нехай ;)()( 2 RLh ∈⋅  RR 2:, 21 →ff  — максимально монотонні 
багатозначні відображення, область визначення яких R=)(=)( 21 fDfD . 
Розглянемо диференціальне включення  
 ),(0,),(),,()),(()),((),(),( 21 +∞×∈∋−+Δ−∂
∂ Rtxtxhtxuftxuftxu
t
txu  (9) 
з початковою умовою  
 ).(),(=,0)( 200 RLuxuxu ∈  (10) 
Нехай існують такі сталі 1K , 2K , 0≥M  та 0>ε , що для всіх 
)(11 sfy ∈ , )(22 sfy ∈  справедливі оцінки:  
 |,|||sup 21
)(2
sKKy
sfy
+≤
∈
 (11) 
  ,)()( 2121 Mssyy −+−≥− ελ  (12) 
де 1λ  — перше власне значення оператора — Δ  в .)(10 ΩH  
У [15] було показано, що у випадку обмеженої області включення (9) 
є частинним випадком абстрактного диференціального включення, 
спричиненого різницею субдиференціальних відображень відповідних 
напівнеперервних знизу функціоналів [16]. Отже, для довільного 
)(20 RLu ∈  існує глобальний сильний розв’язок задачі Коші (9), (10) [17]. 
Покажемо, що при цьому умови (11), (12) на параметри задачі не 
гарантують єдиності розв’язку поставленої задачі Коші (9), (10). Дійсно, 
розглянемо включення:  
 ),(0,),()),,((),(),( 0 ∞+×∈∈Δ−∂
∂ RtxtxuHtxu
t
txu  (13) 
де [ ]
⎪⎩
⎪⎨
⎧
−
−
0.>при1,
0,=при,1,1
0,<при1,
:=)(0
u
u
u
uH  — функція Хевісайда 
з початковою умовою 0.=,0)(xu  Очевидно, що задача (13) задoвольняє 
умови (11), (12); 0),( ≡txu  — сильний розв’язок задачі Коші (13) 
з початковою умовою .0=,0)(xu  Однак, з [18] випливає, що включення (13) 
має нескінченну (однак зліченну) кількість стаціонарних точок, і для кожної 
з цих точок існує принаймні один розв’язок з початковою умовою 
,0=,0)(xu  що збігається до неї при ∞+→t . Отже, існує нескінченна 
кількість розв’язків задачі Коші (13) з початковою умовою .0=,0)(xu  
Розглянемо деякі фізичні моделі. 
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Моделі горіння в пористому середовищі. Розглянемо задачу Коші  
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де функція RR→:f  — неперервна і неспадна, ,0>λ  =:)(zH  
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 Припустимо, що існують такі сталі ,01 ≥K  
[0,1)2 ∈K , що .|||)(| 21 sKKsf +≤  Ця задача моделює процеси горіння 
в пористому середовищі [19]. Параметри задачі задовольняють припущення 
1α  – 3α , а, отже, для неї виконуються твердження теорем 4, 10, 12, 13. 
Модель провідності електричних імпульсів у нервові закінчення. 
Розглянемо задачу Коші, що моделює процес провідності електричних 
імпульсів у нервові закінчення [20, 21]:  
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2
10,a . У цьому випадку ,=)(1 ssf  а .)(=)(2 asHsf −  Для 
розглянутої задачі очевидним чином виконуються припущення 1α  – 3α . 
А, отже, для неї виконуються твердження теорем 4, 10, 12, 13. 
Модель з кліматології. Розглянемо кліматичну модель енергетичного 
балансу, запропоновану у [22]. Відмітимо, що ця модель досліджувалась 
також у роботах [23–25]. Сформулюємо задачу: 
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(14) 
де ,B  Q  — додатні константи, ,S  ,)(R∞∈ Lh  ,)(20 RLu ∈  a β  — 
максимально монотонний граф у ,2R  причому існують такі сталі ,m  
R∈M , що для всіх R∈s , для всіх )(sz β∈ : .Mzm ≤≤  Припустимо, що 
для майже всіх R∈x  .)(<0 10 SxSS ≤≤  
Невідома функція ),( txu  репрезентує середню температуру земної 
поверхні, Q  — так звана сонячна константа, середнє значення (середнє за 
рік і, відповідно, середнє по земній поверхні) отриманого сонячного 
радіаційного потоку, а функція )(xS  — функція інсоляції, задана 
розподілом сонячного випромінювання, яке падає на верхні шари 
атмосфери. Якщо середнє значення часу близько одного року (або більше), 
то функція )(xS  задовольняє поставленим умовам, у випадку коротких 
періодів необхідне додаткове припущення .0=0S  β  — так звана функція 
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ко-альбедо, може бути розривною, яка представляє співвідношення між 
поглинаючою та випромінюваною сонячною енергією в точці x  земної 
поверхні. Очевидно, що )),(( txuβ  залежить від природи земної поверхні. 
Наприклад, відомо, що на льодовиках значення )),(( txuβ  значно менше, ніж 
на поверхні океану, адже білий колір льоду відбиває більшу кількість 
випромінюваної сонячної енергії, тоді як океан, завдяки своєму темному 
кольору та високій теплоємності, поглинає більшу кількість випромінюваної 
сонячної енергії. 
Відмітимо, що ця модель дуже близька до (9). Дійсно, вибравши 
функцію 2f , що залежить від x , зведемо нашу задачу до частинного 
випадку задачі (9). Таким чином, в кліматичній моделі, що описується 
рівнянням (14) не можна гарантувати єдиності розв’язку. 
ВИСНОВКИ 
У ході роботи було вивчено динаміку розв’язків рівняння реакції-дифузії 
з багатозначною функцією взаємодії в необмеженій області за умов, що не 
гарантують єдиності розв’язку відповідної задачі Коші. Встановлено існу-
вання принаймні одного слабкого розв’язку поставленої задачі та доведено 
регулярність кожного слабкого розв’язку. Доведено існування глобального 
та траєкторного атракторів задачі в фазовому та, відповідно, розширеному 
фазовому просторах, встановлено їх регулярність. Отримані результати за-
стосовано до конкретних задач, що моделюють реальні фізичні процеси різ-
ної природи, зокрема розглянуто моделі горіння в пористому середовищі, 
модель провідності електричних імпульсів у нервові закінчення, кліматоло-
гічні моделі.  
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Це дослідження частково підтримано грантами Президента України 
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